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1. Allgemeines

Kurzbeschreibung

Biegebalken, Technische Biegelehre

Einordnung

Baustatik — Grundlagen — Elastizitatslehre — Biegebalken

Lernziele
Verformungen eines Biegebalkens unter mechanischer Belastung ermitteln

konnen

Einschrankungen, Abgrenzung
Es werden nur elastische Zustande betrachtet;

Stabilitatsphanomene sind ausgeschlossen;

2. Begriffe
Bernoulli Jakob Bernoulli (1655-1705), schweizer Mathematiker und Physiker.

Die ,Bernoulli-Hypothese® wonach die Querschnitte im verformten Balken

eben bleiben, begrindet die ,Balkenbiegetheorie* bzw. ,Technische

Biegelehre®.
El, E*I Biegesteifigkeit eines Balkenquerschnittes
Navier Claude Louis Marie Henry Navier (1785-1836), franzosischer Mathematiker

und Physiker. Trennung von Tragheitsmoment als geometrische Grdlke und

E-Modul als Materialeigenschaft.

3. Grundlagen

Physik Hookesches Gesetz
Baustatik |  Gleichgewichtszustand eines Korpers

Festigkeitslehre

Spannungsverteilung in einem biegebeanspruchten Querschnitt
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4. Biegebalken

4.1 Allgemeines

In der nachfolgenden Herleitung werden (gleichzeitige) Verformungen des Balkens aus

Normalkraft und/oder Querkraft vernachlassigt.

Dies entspricht den Gepflogenheiten im Rahmen der Technischen Biegelehre. Dort ist es
ublich (und ingenieurmallig begrindbar), nur bei Bedarf auch die Verformungen aus Nor-

malkraft und/oder Querkraft zu ermitteln und dann denen aus Biegung zu Uberlagern.

Wie weit das Auswirkungen auf die im Rahmen der technischen Biegelehre erhaltenen Er-

gebnisse hat, wird am Schluss des Skriptes diskutiert.

4.2 Werkstoff und Randfaserdehnung

Bild 170
Schiefe Biegung am Balkenquerschnitt (Winkler/Aurich 2000)

Aus der Festigkeitslehre ist bekannt, dass in einem Balkenquerschnitt unter Biegung

Spannungen entstehen, deren Verteilung Uber die Querschnittshohe durch die Beziehung

O M *
=—%Z

1
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beschrieben wird. z beschreibt den Abstand der betrachteten Faser von der Schwerlinie

des Querschnittes, und ist bei fortschreitender Entfernung nach unten positiv.

An einem symmetrischen Balken der Querschnittshdhe h entsteht als maximale Randfa-

serspannung

()

—2
Mit dem Werkstoffgesetz

e=—
E

erhalt man hieraus die maximale Randfaserdehnung

4.3 Geometrische Beziehungen

b

Differentielles Balkenelement unter Biegung

In der Skizze dargestellt ist ein differentiell kurzes Balkenelement unter Biegung.
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Die neutrale Faser ist gekrummt, unabhangig vom spater noch zu bestimmenden Verlauf

nehmen wir an, dass sie genugend genau durch einen Kreisbogen beschrieben wird.

Schnitte durch den Querschnitt, die senkrecht zur neutralen Faser stehen, stehen auch im
gekrimmten Balken senkrecht zur neutralen Faser (siehe rechtes Schnittufer). Diese An-

nahme nennt man ,Bernoulli-Hypothese®.

Vor dem Aufbringen der Belastung waren alle Fasern im betrachteten Balkenabschnitt

gleich lang, sie hatten die Lange dx .

Im biegebeanspruchten Zustand betrachten wir die Randfaser auf der Biegezugseite. Sie
hat die Lange
L=dx+dxxe=dxx(1+e)

In Abwandlung des zweiten Strahlensatzes nehmen wir an, dass auch die Lange von
Kreisbdgen, die durch Strahlen geschnitten werden, proportional zu den Langen der Strah-

len ist. Dann gilt nach der obigen Skizze:

L R+hl2 hl2
—= =1+
dx R R

Durch Einsetzen der oben fur L hergeleiteten Beziehung erhalt man

dx*(1+e):1+h_/2
dx R

und durch weiteres Umformen

hil2
l+e=1+—=
R
hi?2
c=——
R
hil2
R=—
erhalt man eine Beziehung zwischen dem Krummungsradius, der Balkenhdhe und der
Randfaserdehnung.
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4.4 DGL des Biegebalkens

Unter Verwendung der in den vorigen Abschnitten hergeleiteten Beziehungen fur Biege-
moment / Spannung / E-Modul / Randfaserdehnung sowie Randfaserdehnung / Quer-
schnittshéhe / Krimmungsradius finden wir durch Einsetzen

R = (h/2)/[M/E*I)*h/2] = E*I/M

hi2 Ex]
R: =

M h M

ExI 2

Jetzt definieren wir noch die Krimmung K als Kehrwert des Krummungsradius und er-

halten damit
R ExI
oder
M=Kx*xEx]

Die Kruimmung des Biegebalkens ist dem vorhandenen Biegemoment proportional.

Durch die Biegesteifigkeit EI werden Krummung und Biegemoment verknupft.

Da wir spater die Biegelinie von Balken unter verschiedenen Belastungen analytisch be-
schreiben wollen, brauchen wir jetzt noch einen Zusammenhang zur analytisch-geometri-

schen Beschreibung allgemeiner Kurven. Bei Beschreibung der Biegelinie in der Form
w=f(x)
betragt die Krimmung (Papula 2003)

Hinweis zum Vorzeichen:
In der genannten Quelle ist die Beziehung ,vorzeichenoffen angegeben, mit dem
Hinweis, K>0 gelte fir Linkskrimmungen und K <0 gelte fir
Rechtskrimmungen.
Auf einem Einfeldtrager unter positivem Biegemoment ,fahrt“ man in der Weise von
einem Auflager zum nachsten, dass man mit der grof3ten Steigung W~ beginnt,
diese jedoch immer kleiner wird (Veranderung der Steigung ist w’’ ), bis man am
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zweiten Auflager die unausgelenkte Lage wieder erreicht hat. Dieser Verlauf
entspricht damit einer ,Rechtskrimmung*, daherist K negativ zu setzen.

Durch Gleichsetzen der beiden fur die Krimmung des Balkens gefundenen Terme erhalt

man die Differentialgleichung des Balkens:

w''(x . M (x)

) __
L+w (PP ExI

Diese nichtlineare DGL lasst sich mit den Ublichen Handrechenverfahren nicht bewaltigen.

4.5 Linearisierung der DGL

Eine fur praktische Problemstellungen in der Regel unschadliche Vereinfachung lasst sich
dadurch erreichen, dass man ,kleine” Verformungen voraussetzt. Praziser setzt man vor-
aus, dass die Steigung/Neigung der Biegelinie w’ klein gegenuber 1 ist. Wenn dies zu-

trifft, dann ist der Term (w’)* sehr klein gegeniiber 1 und die Summe in der eckigen

Klammer ist nur unwesentlich verschieden von 1. Damit wird auch die Potenz \/ﬁ be-

deutungslos und die DGL vereinfacht sich zu der in der ,technischen Biegelehre® ge-

brauchlichen, ,linearisierten® Form

e M(x)
w (X)——m

Mit den aus Baustatik | bekannten Beziehungen
M'(x)=0(x)

und
0'(x)==q(x)

folgt mit der Annahme, dass El entlang der Stabachse unveranderlich ist,
w' ”(x)z—%

und

w'' l(x>:E:]<[
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Beispiel 1:
Ein Balken (Brett) mit der Lange 4 m biegt sich unter Last in der Mitte 40 cm durch.
Die Tangentenneigung am Auflager betragt dann (naherungsweise)

" ,=2*w:800m:
LI2 2m

0,4

Der Nenner in der nicht linearisierten DGL betragt dann

Nennerz\/[l-l-x ’(x)z]sz\/[1+0,42]3=\/[1,16]32\/m=l,25

In diesem Fall ist offensichtlich die Linearisierung der DGL nicht gerechtfertigt, da
der Nenner deutlich verschieden von 1 bleibt.

Beispiel 2:
Ein Balken (Brett) mit der Lange 4 m biegt sich unter Last in der Mitte 10 cm durch.
Die Tangentenneigung am Auflager betragt dann (naherungsweise)

" ,=2*w:200m:
L2 2m

0,1

Der Nenner in der nicht linearisierten DGL betragt dann
NenneFZ\/[l+x’(x)z]SZ\/[l—i-O,lz]B:\/[1,01]32\/m=l,02

In diesem Fall ist die Linearisierung der DGL gerechtfertigt, da der Nenner

genugend genau mit 1 Ubereinstimmt.

Beispiel 3:
Eine Angelrute unter Last verformt sich so, dass das Ende der Rute (fast) in
Richtung der Schnur zeigt. Dieses Problem kann mit der Annahme ,kleiner®
Neigungen offensichtlich mehr nicht wirklichkeitsnahe gelost werden.

5. Einfeldtrager

5.1 Einfeldtrdger unter Gleichlast

Gegeben:
statisch bestimmt gelagerter Einfeldtrager mit den Gréf3en L und El sowie der
konstanten Streckenlast q
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Gesucht:
Gleichung der Biegelinie

Schritt 1:  Integration der DGL
w’’ ’(x)zizconst.
EI

w’’ ’(x):xi—i-A]
EI

w”(x)z%xZ%—i-xAl-i-AZ

w’(x)z%x3%+%x2A]+xA2+A3

1 4q9 1,
wie)=51 " 21 te

Mechanische Deutung:

L +-x AI+%x2A2+xA3+A4

w7 (x) Streckenlast, Veranderung (=Ableitung) der Querkraft
w’' ' (x) Querkraft, Veranderung des Biegemomentes
w’(x) Kriimmung, Biegemoment, Veranderung der Neigung

w’(x) : Neigung, Veranderung der Durchbiegung

w(x) : Durchbiegung

Schritt 2. Zusammenstellen bekannter Rand- und Zwischenbedingungen

w(x=0)=0

w(x=L)=0

o Lyv_ gL

wie=g)= g
A

w (x—z)—O

Schritt 3: Bestimmen der Freiwerte

(Auflager)
(Auflager)

(Moment in Feldmitte)

(Querkraft in Feldmitte)
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_ 1 44
0=w=>_0 EI+60 A1+20 A2+0A3+ A4

Hieraus folgt: A4=0
L q

O=w’"'=Z-L 141
2 EI

gl

[ : Al=———
Hieraus folgt S E]

2
qlL = 1L q+L
8E] 22 EI 2

In diese Gleichung Term fur A1 eingesetzt

Al+A2

g L gL
4 4= +A42
2[ 2E[]

_lei:W’ ’:lei+1L2__‘1+A2
8 EI 8 El 4 EI

Hieraus folgt: A2=0

et geg 1 1
O=w=or L' Lt S L7414+ 2170+ L A3+0

In diese Gleichung Term fur A1 eingesetzt

1
O=w=—r' 9 +27229L 1047 4340
VT4 BT 6 2E1

1 4 g 1 q
O=w=—1*9 4= 1° LrLa3
WEou " B 12

1 4 q
—w=——1* 94 414
O=w=—og L g 143

. 1 3¢
; A3=—1"-1-
Hieraus folgt 3 2l E1

Schritt 4: Freiwerte einsetzen

_ 1 eg 1,01
w(x)—24 276" A1+2xA2+xA3+A4
_ L aqg 1 s gLy, 1
wlv)=ggx' prtgr -5 g X l0l+xl5,
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-4 i 4_ LL 3+LL3
wie)=grlogy - Lyt Ll
q 4 3 3
= —2Lx"+L
w(x) A E] [x x x]

Andere Schreibweise mit der Abkurzung

gL’

[ 28+ E]

w(g)=

Schritt 5: Kontrolle

z.B. durch Aufzeichnen (siehe Anhang), oder durch Vergleich mit Fachliteratur

Hinweis:

Beim Aufzeichnen ist die Schreibweise mit der bezogenen Koordinate ¢ besonders vorteil-

haft: der Term vor der eckigen Klammer kann als Skalierungsfaktor oder ,Amplitude® ge-

deutet werden, wahrend die eigentliche Form der Kurve nur durch den Term in der ecki-

gen Klammer gegeben ist.
Weitere GrolR3en:

Durchbiegung in Feldmitte:
Die Auswertung fir £=0,5 ergibt

qL4[1 4
24E |

e qL4 S5_5 qL4
24FE116 384 EI

Tangentenneigung am Auflager:
Ableitung der Biegelinie ergibt
_aL’
24E 1
Die Auswertung fir £=0 ergibt

[4E°-6E"+1]

w’(€)

16 16 16

8 1
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3
__ gL
W OTonET

Verlangert man die Auflagertangente bis zur Feldmitte erhalt man

Y - qu £: qL4
s QAET 2 48EI

Verhaltnis dieses Wertes mit der tatsachlichen Durchbiegung in Feldmitte

5 gqr°
384 EI 5x%48
k= = =5/8
qL4 384
48 F [

Durchbiegung und Schnittgréfien:

Ly 5 gL' 5 gL’L’ 5 ML
384 EI 48%8 EI 48 EI

48 EJI
M=gw

sw="28 EL

fur einfachsymmetrische Querschnitte mit  z=

S|~
N |

J_EWEH
5 2

B oWl
48 EI

5.2 Einfeldtrdger unter Dreieckslast

Gegeben:

statisch bestimmt gelagerter Einfeldtrager mit den GroRen L und EI sowie der drei-

ecksformigen Streckenlast 0 bis ¢, . Die Grolde der Streckenlast ist beschreibbar
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Gesucht:
Gleichung der Biegelinie

Schritt 1:  Integration der DGL

1 4 4 1 >
x) =t 20 L L2 i A0+ A3
wx) =24 Gt ” o

()is% 1 3 1

2=y A1+Ex2A2+xA3+A4

Y120 EIL T 6

Schritt 2. Zusammenstellen bekannter Rand- und Zwischenbedingungen
w(x=0)=0 (Auflager)
w(x=L)=0 (Auflager)
w’’(x=0)=0 (Moment am Auflager)
w’’(x=L)=0 (Moment am Auflager)
Schritt 3:  Bestimmen der Freiwerte
HAW Augsburg Bearbeiter: Prof. Dr. P. Knddel
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1 549 1 1
0= =0)=—=0"22+=0°41+=0742+0 A3+ A4
wlx=0)=100" 2+ 2
Hieraus folgt: A4=0
0
O=w (x=0)=20"-2 1047+ 42
W (x=0)=50 &
Hieraus folgt: A2=0
1.3 9
O=w’'(x=L)==L* 2> +LAI+0
wile=L)=g L o
L
Hieraus folgt: Al=—L o2
6 EI
1 54 1
0= =L)=—- 12 4= 4]+= L0—|-LA3+O
W=l =15 L et 2
Term fur Al eingesetzt:

OZl;OLSEqIOL %ﬁ( éqgl )+;L 0+LA3+0

_120 q;; % qgf“ 43= 320 quI; B 31600 qf;“ 43 :_;R q%?“ 43
Hieraus folgt: A3= +3—20%
Schritt 4:  Freiwerte einsetzen
w(x)zﬁloxS%—F%f[—%qg—lL]%—%xz[O]—ka%qzis] (0]

=dop L Loa, T

EI'120 L 36" 360

w(x)=

36OEI [3——10x L+7xL%]
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1
Bruch vor der eckigen Klammer mit  1* multiplizieren, eckige Klammer mit Iz multipli-

zieren

(x)= 4oL [sx—s—lox—swi]
360FEI " [° 1} L

Andere Schreibweise mit der Abktlirzung

_x
E_L

_ CIOL4

_36OEI[3% —10E°+7¢&]

w(x)

Schritt 5: Kontrolle

z.B. durch Aufzeichnen, oder durch Vergleich mit Fachliteratur

Weitere GrofR3en:

Bestimmung des Neigungsverlaufes, der Momentenlinie, der Querkraftlinie durch Ableiten:

w'(x)= 3CéooL1;1 [158°—30E%+7]
()= 2L 60’05 - 2L g0g)
W)= 31
W)= BE == g.ed.

Das Maximum der Momentenlinie liegt im Nullpunkt der Querkraftlinie

2
0=3g-1
2
3 EO - 1
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Er=1/3
£,=1//3~0,577

Die Auswertung der Momentenlinie fur §0=1N§ ergibt

M (%o):_%[gg_%o]

N
N

M (zo)== L (13 13 = 22

N

qoL _

0,0642¢, L*
156 o

ju(%o)N

5.3 Einfeldtrdger mit Einzellast

Gegeben:
Einfeldtrager mit den GréRen L und El, in Tragermitte sitzt eine Einzellast F

Gesucht:
Gleichung der Biegelinie

Schritt 1:  Integration der DGL

Unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften wird nur die linke Tragerhalfte betrachtet.
In diesem Bereich kann der Verlauf des Biegemomentes M (x) unter Bezug auf die

Auflagerkraft als Funktion angegeben werden:

F
M (x)=—=x
2
daher
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g F
-w (x>_x2El
1, F
—w'(x)== + A4l
W)= ¥ ok
—w(x)=1x3 +AIx+ A2
6 2E1

Schritt 2. Zusammenstellen bekannter Rand- und Zwischenbedingungen
w(x=0)=0 (Auflager)

w’(x==)=0 (horizontale Tangente)

L
2

Schritt 3: Bestimmen der Freiwerte

0=0+0+42
Hieraus folgt: A2=0
021(£)2L+A1
2'2° 2E1
: 1 , F
: Al=——L"—
Hieraus folgt 6L 7T

Schritt 4: Freiwerte einsetzen

:i*[—_stmL_z]:L
El " 12 16° 48FE1

oder in der Schreibweise mit &

w(x) [—4x°+3x 7]

I
A48E 1

w(g)=F [-4E°+3E]

Schritt 5: Kontrolle

z.B. durch Aufzeichnen (siehe Anhang), oder durch Vergleich mit Fachliteratur

Weitere Grof3en:
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Durchbiegung in Feldmitte:

I3
48E 1

4 3
w(E=05)=F [—§+§]:

Tangentenneigung am Auflager:

Ableitung der Biegelinie ergibt

ey FL?
(E)_48E1

Die Auswertung fir £=0 ergibt

[—4%3E%43]

. FL?
16E 1

w

5.4 Eingespannter Einfeldtrdger mit Einzellast

Gegeben:

g.e.d.

Beidseitig eingespannter Einfeldtrager mit den Grélden L und El, in Tragermitte sitzt

eine Einzellast F

Gesucht:
Gleichung der Biegelinie

Schritt 1:  Integration der DGL

Wie fur den Einfeldtrager unter Gleichstreckenlast angegeben, jedoch ohne die Terme mit

g , da wir hier keine auftere Querlast haben. Dadurch entfallt auch eine Information fur

A RIS
w

7 (x)=A1
w’(x)=xAl+ A2

s

w’(x)=%x2A1+xA2+A3

w(x):%x3A1+%x2A2+xA3+A4

Schritt 22 Zusammenstellen bekannter Rand- und Zwischenbedingungen
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w(x=0)=0 (Auflager)
w’(x=0)=0 (horizontale Tangente)
, L . .
w (x=§)=0 (horizontale Tangente, Symmetrieachse)
w (x):_m (konstante Querkraft in der linken Tragerhalfte)

Schritt 3: Bestimmen der Freiwerte

Aus w’ ’(x)= £ folgt

C2E1
F
Al=———
2FE1
021*02*(—L)+0*A2+A3
2 2E1
Hieraus folgt: A3=0

o:%*W*A1+%*o%A2+0*A3+A4

Hieraus folgt: A4=0

Schritt 4: Freiwerte einsetzen

J+2 x|

1 FL

wlx)=gr s 8 L1

.
6 2E1

w(x)———*x3*i+i*x2*ﬂ
12 EI 16 ET

oder in der Schreibweise mit &

(g)=LL

~agg 7 48 3]

)
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Schritt 5: Kontrolle

z.B. durch Aufzeichnen oder durch Vergleich mit Fachliteratur

Weitere GrofR3en:

Durchbiegung in Feldmitte:

FIL?

w(E=05)=2577

4 3, FIL?
242 )=
st 4T 10Es

Momentenverteilung:

Ableitung der Biegelinie ergibt

()= 1287+68]
w’ ’(E)z%*[—24§+6]

Die Auswertung fir £=0 ergibt

e FL . FL
W (8=0)=1e 5 1*%= 55y
M _FL
EI 8EI
FL
m=_1r
8

Die Auswertung fir £=0,5 ergibt

e B FL B _ FL
w (g_Qa_48El*[24*Q5+m_ 8ET
M FL
EI 8EI

FL
M=

8

Querkraftverteilung:

nochmalige Ableitung der Biegelinie ergibt

W’”(E):WFI;I*[—M]:

.
2E1

g.e.d.

g.e.d.
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ol P
El 2E1
F
X)=—7—
0lx)=>

(das war in Schritt 2 schon als Randbedingung so vorausgesetzt)

5.5 Einfeldtrdger mit Endmoment

Gegeben:
Einfeldtrager mit den Gro3en L und EIl, am rechten Ende greift ein Moment M,max
an

Gesucht:
Gleichung der Biegelinie

Schritt 1:  Integration der DGL

In diesem Fall kann der Verlauf des Biegemomentes M(x) als Funktion angegeben wer-

den:

M (x)=x*—=
daher

—w )=

M
—w ’(x):%*xz*—El'"aLx—kA]

1 3 Mmax
—w(x)=ZH X xS+ AL xx+ A2
6 EIL

Schritt 2. Zusammenstellen bekannter Rand- und Zwischenbedingungen

Die Koordinate x lauft hier von dem Auflager ohne Moment zum Auflager mit Moment (sie-
he obige Funktion fir M (x) )
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(Auflager)
(Auflager)

Schritt 3: Bestimmen der Freiwerte

0=0+0+42
Hieraus folgt: A2=0
1 3 Mmax
O==%xL"«——+A41*%xL+0
6 EIL
H l LMmax
Hieraus folgt: Al=—=x -
6 ET
Schritt 4: Freiwerte einsetzen
1 3 Mmax 1 max
=Sk kB Sk
S e T A Ay
Mmax x3
w(x)—6E[ *[—T+L*x]

oder in der Schreibweise mit &

2
M ,..*L .

65T [-E'+E]

w(g)=

Schritt 5: Kontrolle

z.B. durch Aufzeichnen (siehe Anhang), oder durch Vergleich mit Fachliteratur
Weitere Grol3en:

Tangentenneigung am Auflager:

Ableitung der Biegelinie ergibt

M kL
w ’(E):ﬁ*[—3§2+1]

Die Auswertung fir £=0 (linkes Auflager) ergibt

W s Mmax* L
6E]
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Die Auswertung fir £=1 (rechtes Auflager) ergibt

M  xL M  xL

y — max _ 2 —_ max
wi=—gpr A=

5.6 Einseitig eingespannter Einfeldtrdger mit Endmoment

Gegeben:
Einfeldtrager mit den GréfRen L und El, das linke Ende ist eingespannt, am rechten
Ende greift ein Moment M,max an

Gesucht:
Gleichung der Biegelinie

Schritt 1:  Integration der DGL

Wie fur den Einfeldtrager unter Gleichstreckenlast angegeben, jedoch ohne die Terme mit

g, da wir hier keine auldere Querlast haben. Dadurch entfallt auch eine Information flr w””.

w”(x) = Al
W(x) = x*A1 + A2

W(x) = 1/2*x**A1 + x*A2 + A3

w(x) = 1/6 *x**A1 + 1/2*x**A2 + x*A3 + A4

Schritt 2. Zusammenstellen bekannter Rand- und Zwischenbedingungen

Die Koordinate x lauft hier von dem Auflager mit der Einspannung zum Auflager mit Mo-

ment:

w(x=0) = 0 (linkes Auflager)

w(x=L) = 0 (rechtes Auflager)

w'(x=0) = 0 (Tangentensteigung am linken Auflager)

w”’(x=L) = —M,max/El (eingepragtes Moment am rechten Auflager)

Schritt 3: Bestimmen der Freiwerte

0=0+0+0 +Ad

daher A4=0
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0=16*L**A1 + 1/2*L2*A2 + L*A3
mit A3 = 0 wird hieraus
0=16*L**A1 + 1/2*L2*A2

0=0+0 +A3
daher A3 =0

—M,max/El = L* A1+ A2
hieraus A2 ermittelt
A2 = —-M,max/El — L * A1

dieses Ergebnis oben eingesetzt

=16*L**A1 + 1/2*L?** (-M,max/El — L* A1)
=16*L**A1 — 1/2*L2*M,max/El — 1/2*L3* A1

= A1*(1/6 *L® — 1/2*L3 — 1/2*L** M,max/El

= A1*(-1/3*L®% — 1/2*L?* M,max/El

A1 = -3/2*M,max/ EIL

dieses Ergebnis in die Bestimmungsgleichung fur A2 eingesetzt
A2 = —_Mmax/El — L * (- 3/2* M,max/EIL)

A2 = -M,max/El + 3/2* M,max/El = +1/2 * M,max/El

o O O O

Schritt 4:  Freiwerte einsetzen

w(x) = 1/6 *x** (- 3/2* M,max / EIL) + 1/2* x** (1/2 * M,max/El)

w(x) = =3/12*x3** M,max / EIL + 1/4 * x> * M,max/El

w(x) = Mmax/El * (-1/4*x3/L + 1/4*x?) = M,max/4El * (-x*/L + x?)
(

w(x) = M;max *L2/El * (-1/4*& + 1/4*&) = Mmax * L*/4El * (-§ + &)

Schritt 5: Kontrolle

z.B. durch Aufzeichnen (siehe Anhang), oder durch Vergleich mit Fachliteratur
Weitere Grol3en:

Tangentenneigung am Auflager:

Ableitung der Biegelinie ergibt

w(€) = Mmax*L/(4EI)*[-3& + 2¢]

Die Auswertung fur ¢ = 0 (linkes Auflager) ergibt
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w =0 g.e.d.

Die Auswertung fur ¢ = 1 (rechtes Auflager)ergibt

w = Mmax*L/(4El)*[-3+2] = —M,max *L/ (4 El)
nach M aufgelost:

M,max = -9 *4*EI/L

5.7 Beidseitig eingespannter Einfeldtrager mit Auflagerverschiebung

Gegeben:
Einfeldtrager mit den GréfRen L und El, das beide Ende sind eingespannt. An der
Stabsehne wird ein positiver Stabdrehwinkel @ angebracht, dies entspricht einer
Auflagerverschiebung
w= -y~ L

Gesucht:
Gleichung der Biegelinie

Schritt 1:  Integration der DGL

Wie fUr den einseitig eingespannten Einfeldtrager angegeben, da keine Querlast vorhan-

den ist entfallen die Terme mit q.

W”(x) = A1

W(x) = x*A1 + A2

W(x) = 1/2*x**A1 + x*A2 + A3

w(x) = 1/6*x**A1 + 1/2*x**A2 + x*A3 + A4

Schritt 2. Zusammenstellen bekannter Rand- und Zwischenbedingungen

Die Koordinate x lauft hier von dem Auflager mit der Einspannung zum Auflager mit Mo-

ment:

w(x=0) = 0 (linkes Auflager)

w(x=L) = —w,max (rechtes Auflager)

w'(x=0) = 0 (Tangentensteigung am linken Auflager)
w'(x=L) = 0 (Tangentensteigung am rechten Auflager)

Schritt 3: Bestimmen der Freiwerte
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Aus w(x=0) = 0 folgt
0=0+0+0+A4
daher A4=0

Aus w'(x=0) = 0 folgt
0=0+0 +A3
daher A3 =0

Aus w(x=L) = —w,max folgt

-w,max = 1/6 *L**A1 + 1/2*L>* A2

Aus w(x=L) = 0 folgt
0=12*L2*A1 + L*A2
A2 = —1/2*L* A1

in vorige Gleichung eingesetzt ergibt:

—wW,max

—W,max
A1 = 12w,max /L3

in Gleichung flr A2 eingesetzt ergibt:

A2
A2

—1/2*L* (12 w,max / L%

— 6 *w,max /L2

Schritt 4: Freiwerte einsetzen

16 *L**A1 + 1/2*L2* (—1/2*L* A1)
A1(1/6 *L° — 1/4*L°%) = A1 (212*L° -

312 * L% = A1(=1/12 * L3)

w(x) = 1/6 *x** (12 w,max/L®) + 1/2*x** (-6 * w,max /L?)

w(x) = wmax*(2*x*/L® — 3*x*/L?)

w(x) = w,max * (2¢& — 3¢&)

Schritt 5: Kontrolle

z.B. durch Aufzeichnen (siehe Anhang), oder durch Vergleich mit Fachliteratur

Weitere GrofR3en:

Tangentenneigung am Auflager:
Ableitung der Biegelinie ergibt
w(€) = wmax/L * (6¢& — 6¢)
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Die Auswertung fur ¢ = 0 (linkes Auflager) ergibt

w = wmax/L * 0 g.e.d.
Die Auswertung fur ¢ = 1 ergibt

w = w,max/L * (6 -6) g.e.d.

Momentenlinie:

Nochmalige Ableitung der Biegelinie ergibt:
-M(x)/El = w” = wmax/L? * (12¢ — 6)
M(x) = wmax *EI/L? * (6 — 12¢)

Die Auswertung fur ¢ = 0 (linkes Auflager) ergibt
M(0) = w,max*EI/L*> * 6

Die Auswertung fur ¢ = 1 (rechtes Auflager) ergibt
M(L) = w,max *El/L? * (-6)

Formuliert mit dem positiven Stabdrehwinkel y
M) = +6*yp *EI/L

M(L) = 6*y@*EI/L

6. Kragtrager

6.1 Kragtrager unter Gleichlast

Gegeben:
statisch bestimmt gelagerter Einfeldtrager mit den GrofRen L und El sowie der
konstanten Streckenlast q

Gesucht:
Gleichung der Biegelinie

Schritt 1:  Integration der DGL (wie oben)

w”’(x) = q/El = const.

w”’(x) = x*q/El + A1

w'(x) = 1/2*x**q/El + x*A1 + A2

wW(x) = 1/6*x3*q/El + 1/2*x**A1 + x*A2 + A3

w(x) = 1/24*x**q/El + 1/6*x**A1 + 12*x**A2 + x*A3 + A4
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Schritt 2. Zusammenstellen bekannter Rand- und Zwischenbedingungen

w(x=0) = 0 (Einspannung)
w'(x=0) =0 (Einspannung)
w’(x=0) = —(—q *L?/2)/El (Einspannung)
w’(x=L) = 0 (freies Ende)

Schritt 3: Bestimmen der Freiwerte

0 =w(0) =124*0**q/El + 1/6*0**A1 + 1/2*02*A2 + 0*A3 + A4
Hieraus folgt: A4 =0

0 =w(@0)=16*0"*q/ElI + 1/2*0**A1 + 0*A2 + A3
Hieraus folgt: A3 =0

q*L2/(2*E*l) = w’(0) = 1/2*02*q/El + 0*Al + A2
Hieraus folgt: A2 = q*L?/(2*El)

w'(x) = 1/2*x**q/El + x*A1 + A2

0 =w’(L) =12*L2*q/El + L*A1 + q*L?/(2*El)
0 =q*L*/ElI + L*A1

Hieraus folgt: A1 = —q*L/EIl

Schritt 4:  Freiwerte einsetzen

w(x) = 1/24*x**q/El + 1/6*x**A1 + 12*x**A2 + x*A3 + A4
w(x) = 1/24*x**q/El — 1/6*x**q*L/El + 1/4*x**q* L?/El
w(x) = 1/24*q/El *(x* — 4*x3*L + 6*x**L?

Andere Schreibweise mit der Abklrzung

¢ =x/L

w(§) = q*L*/(24EDN"[§" - 48 + 687

Schritt 5:  Kontrolle

z.B. durch Aufzeichnen (siehe Anhang), oder durch Vergleich mit Fachliteratur

Hinweis:

Beim Aufzeichnen ist die Schreibweise mit der bezogenen Koordinate ¢ besonders vorteil-

haft: der Term vor der eckigen Klammer kann als Skalierungsfaktor oder ,Amplitude® ge-
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deutet werden, wahrend die eigentliche Form der Kurve nur durch den Term in der ecki-

gen Klammer gegeben ist.
Weitere GréR3en:

Durchbiegung an der Kragarmspitze:

Die Auswertung fur ¢ = 1 ergibt
w=q*L*/(24E)*[1 — 4 + 6] = q*L* /(8EI
w = 1/8*qlL*/El

Tangentenneigung an der Kragarmspitze:
Ableitung der Biegelinie ergibt

W(E€) = q*L3/(24EN)*[48& - 128 + 12¢]
w() = q*L*/(BEl) "[° - 38§ + 3¢

Die Auswertung fur ¢ = 1 ergibt

w = q*L®/(6EIl

6.2 Kragtrager mit Einzellast

Gegeben:
Kragtrager mit den GroRRen L und El, an der Kragarmspitze sitzt eine Einzellast F

Gesucht:
Gleichung der Biegelinie

Schritt 1:  Integration der DGL
-w”’(x) = M(x)/EI

Der Verlauf des Biegemomentes M(x) ab der Einspannstelle wird als Funktion angegeben:
M(x) = =F * (L — x)

daher

-w”’(x) = =(L—-x)*F/EI

-W(x) = =(L*x — 1/2*x*)*F/El + A1

-w(x) = —(1/2*L*x>* — 1/6*x*)*F/El + A1*x + A2

Schritt 2. Zusammenstellen bekannter Rand- und Zwischenbedingungen
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w(x=0) = 0
w'(x=0) = 0

Schritt 3: Bestimmen der Freiwerte

0 =0+ A1
Hieraus folgt: A1

1l
o

0=-0-0)*F/El + AM*0 + A2
Hieraus folgt: A2 =0

Schritt 4:  Freiwerte einsetzen

w(x) = (1/2*L*x* — 1/6 *x*)*F/ El
w(x) = F/BEl *[-x* + 3L * x%

oder in der Schreibweise mit ¢

w() = F*L*/6El *[-& + 3¢&

Schritt 5: Kontrolle

(Auflager)

(horizontale Tangente)

z.B. durch Aufzeichnen (siehe Anhang), oder durch Vergleich mit Fachliteratur

Weitere Grof3en:

Durchbiegung an der Kragarmspitze:

w(€=1) = F*L®/6El *[-1 + 3] = F*L®/3El q.ed.

Tangentenneigung an der Kragarmspitze:

Ableitung der Biegelinie ergibt
w(€) = F*L?/6El *[-3¢& + 6¢]
Die Auswertung fur ¢ = 1 ergibt

w = F*L?/2El
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7. Mehrfeldtrager

7.1 Symmetrischer Zweifeldtrager unter Gleichlast

Gegeben:
symmetrischer Zweifeldtrager mit den GrofRen L und El sowie der konstanten
Streckenlast q

Gesucht:
Gleichung der Biegelinie

Schritt 1:  Integration der DGL
(identisch zur oben angegebenen Losung)
Schritt 2. Zusammenstellen bekannter Rand- und Zwischenbedingungen

Die Koordinate x lauft hier von der Symmetrieachse zum gelenkigen Auflager

w(x=0) = 0 (Auflager)

w(x=L) = 0 (Auflager)

w'(x=0) = 0 (Tangentenneigung in der Symmetrieachse)
w’(x=L) = 0 (Biegemoment am gelenkigen Auflager)

Schritt 3: Bestimmen der Freiwerte

0=w=124*0**q/El + 1/6*0**A1 + 1/2*0**A2 + 0*A3 + A4
Hieraus folgt: A4 =0

O=w =16*0**q/El + 1/2*0°*A1 + 0*A2 + A3
Hieraus folgt: A3 =0

0

w=124*L**q/El + 1/6 *L>*A1 + 12*L**A2 + L*0 + 0

0 =w =12*L>*q/El + L*A1 + A2

multiplizieren dieser Gleichung mit (—1/2 L?) ergibt

0 =w =-14*L**q/El — 1/2*L3*A1 — 1/2*L2* A2

Diese Gleichung mit der vorigen addieren ergibt

0 =(1/24-1/4)*L**q/El + (1/6 =1/2)*L3*A1 + (1/2-1/2) * L2 * A2
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0 =-5/24*L**q/El — 1/3*L°*A1 + 0
multiplizieren dieser Gleichung mit (3/L?) ergibt
0 =-58*L*q/ElI - A1

A1 = -5/8*L*q/El

Den Term fur A1 in w” einsetzen ergibt

0=w' =12*L**q/El - 58*L**q/El + A2

0 =(12-58)*L2*q/El + A2 = -1/8*L2*q/El + A2
A2 = 1/8*L?*q/El

Schritt 4: Freiwerte einsetzen
w(x) = 1/24*x**q/El + 1/6*x**A1 + 1/2*x**A2 + x*A3 + A4

W(X) = 1/24*x**q/El + 1/6 * X3 * [-5/8 * L * q/EI] + 1/2 * x2* [1/8 * L2* g/El] + x * 0 + 0
W(x) = 1/24*x**q/El — 5/48*x**L*q/El + 1/16 *x2*L?*q/El

w(x) = q/EI*(1/24*x* — 5/48 *x** L + 1/16 * x> * L?)

w(x) = q/(48El*[2*x* — 5*x**L + 3*x**L7

Andere Schreibweise mit der Abktlirzung
E=x/L
:M 4 e 2
w(g)=l (28" -58°+3¢]

Schritt 5: Kontrolle

z.B. durch Aufzeichnen (siehe Anhang), oder durch Vergleich mit Fachliteratur

Hinweis:
wenn die Koordinate x vom gelenkigen Auflager Richtung Symmetrieachse lauft,
dann lautet die Gleichung der Biegelinie
w(§) = q*L*/(48EN"[28 - 38 + §

Weitere Grof3en:
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GrofRte Durchbiegung im Feld:
Ableiten der Biegelinie ergibt:

_q*L3

S

w'(€)

w' zu Null setzen, um die Stelle mit der horizontalen Tangente zu finden
0=8&’-158°+6E (durch & dividieren)
0=8&’-155+6

_ +15+415"— 4486 _ +15+433
2+8 16

EI,Z

Die positive Wurzel scheidet aus, weil sonst ein Wert .>1 herauskame.

E,z:

—+15_6@~0,5785

1

Auswertung der Funktionsgleichung fir diesen Wert

gxL*
48 El

4
w(0,5785)= Z;‘ éj [2(0,5785)*~5(0,5785)°+3(0,5785 ]~

*0,2600

7.2 Durchlauftrager unter Gleichlast

Gegeben:
Durchlauftrager uber unendlich viele Felder mit den Grofen L und El sowie der
konstanten Streckenlast q

Gesucht:
Gleichung der Biegelinie

Hinweis:
Wenn der DLT unendlich lang ist, dann sind alle Mittelstutzen Symmetrieachsen, an
denen eine horizontale Tangente auftritt; die Aufgabenstellung ist daher identisch
mit der des beidseits eingespannten Einfeldtragers.

Schritt 1:  Integration der DGL

(identisch zur oben angegebenen Losung)
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Schritt 2. Zusammenstellen bekannter Rand- und Zwischenbedingungen

Die Koordinate x lauft hier von einem Mittelauflager zum Nachsten, d.h. von einer Symme-

trieachse zur Nachsten

w(x=0) = 0 (Auflager)
w'(x=0) = 0 (Symmetrie = Volleinspannung)
w(x=L) = 0 (Auflager)
w'(x=L) = 0 (Symmetrie = Volleinspannung)

Schritt 3: Bestimmen der Freiwerte

0 =w(0) =124*0**q/El + 1/6*0**A1 + 1/2*0°*A2 + 0*A3 + A4
Hieraus folgt: A4 =0

0 =w(@)=16*0**q/El + 1/2*0°*A1 + 0*A2 + A3

Hieraus folgt: A3 =0

0 =w(l)=124*L**q/El + 1/6*L>*A1 + 1/2*L2* A2 (Gl. 1)
0 =w(L)=16*L**q/ElI + 1/2***A1 + L*A2 (Gl. 2)
Gleichung 2 durchmultipliziert mit (—L/2) ergibt

0 =-112*L**qg/El — 1/4*L**A1 — 1/2*L** A2 (Gl. 2a)
Gleichungen 1 und 2a addiert ergibt

0 =-124*L**q/El — 1/12*L>* A1 (Gl. 3)

Gleichung 3 durchmultipliziert mit 12/L* ergibt

0 =-1/2*L*qg/El — A1

A1 = —-1/2*L * q/El (Gl. 4)
Gleichung 4 in Gleichung 1 eingesetzt ergibt

0 =124*L**q/El — 1/12*L*q/El + 1/2*L?* A2

0 =-124*L**q/ElI + 1/2*1**A2 (Gl. 5)
Gleichung 5 durchmultipliziert mit (—2/L?) ergibt

0 =+1/12*L2*q/El — A2

A2 = 1/12*L**q/El

Schritt 4: Freiwerte einsetzen
w(x) = 1/24*x**q/El + 1/6*x**A1 + 1/2*x**A2 + x*A3 + A4
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w(x) = 1/24*x**q/El + 1/6 *x®**[-L*q/(2El)] + 1/2*x**[L*>* q/ (12EI)]
w(x) = 1/24*x**q/El — 112*x**L*q/El + 1/24*x**L?*q/El

wx) = q*L*7(4EN)*[x*/L* — 2*x*/L% + x2/ L7

Andere Schreibweise mit der Abktlirzung

¢ = x/L

w(§) = q*L*/(24EN[§" - 28 + §]

Schritt 5: Kontrolle

z.B. durch Aufzeichnen (siehe Anhang), oder durch Vergleich mit Fachliteratur
Weitere GrolR3en:

Durchbiegung in Feldmitte:

Die Auswertung fur ¢ = 0,5 ergibt

w=q*L*/(24El)*[1/16 — 2/8 + 1/4] = q*L* /(24 EI) *[1/16 — 4/16 + 4/16]
w=q*L*/(24El)*1/16 = 1/384*q*L*/El

8. Zusammenfassung —die Technische Biegelehre

— leer —

9. Beispiele

9.1 Rahmen mit eingespannten Stielen

Rahmenabmessungen B und H, Steifigkeitseigenschaften E und |
auf dem Riegel wirkt eine Gleichstreckenlast q

L6sung mit dem Drehwinkelverfahren unter Ausnutzung der Symmetriebedingung.
Schritt 1:  Alle Knoten blockieren (,Null-Zustand®)

Eckmoment:
M,2,0 = —q * (B/2)?/ 12

(ebenso an der Symmetrieachse)

Schritt 2:  Knotendrehwinkel @ in der Rahmenecke
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Eckmoment aus dem Stiel:
M1, = 3*EI/H

Eckmoment aus dem Riegel:
M,2,0 = 3*El/(B/2)

Schritt 3:  Stabdrehwinkel y auf dem Riegel

Eckmoment aus dem Riegel:
M2,y = +6 *y * El/ (B/2)

Schritt 4:  Formulieren der Gleichgewichtsbedingungen

... wird noch erganzt ...
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11. Anhang 1: Warum geht das nicht?

11.1 Einfeldtrager mit Einzellast

Die Biegelinie fur den symmetrischen Einfeldtrager mit Einzellast soll aus den Gleichungen
fur den Trager unter Gleichstreckenlast gewonnen werden, in dem alle Terme mit q zu Null

gesetzt werden. Es verbleiben folgende Gleichungen:

(1) w”(x) = A1
(2)  W'(x) = x*Al + A2
3) W) = 1/2*x2*Al + x*A2 + A3

@) wx) = 1/6*x3*A1 + 1/2*x2*A2 + x*A3 + Ad

Randbedingungen:

(1) wx=0) =020 (linkes Auflager)

(2) w(x=L) =0 (rechtes Auflager)

B) w'(x=0) =0 (Moment am linken Auflager)

4) w'(x=L) =0 (Moment am rechten Auflager)

RB 1 in GL 4 eingesetzt ergibt: Ad4=0

RB 3 in GL 2 eingesetzt ergibt: A2=0

RB 4 in GL 2 eingesetzt ergibt: 0=L*A1 + 0 A1=0

RB 2 in GL 4 eingesetzt ergibt: 0=0+0+L*A3 + 0; A3=0
Erklarung:

Durch Streichen der Terme mit q ist auch die Biegesteifigkeit El aus den Gleichungen ver-
schwunden.
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